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Sto lat temu szwedzki matematyk Helge von Koch opublikowat w
czasopiSmie Arkiv for Matematik dwie prace, w ktorych opisat
konstrukcje geometryczna nazwana pdzniej krzywa Kocha. Istnieja co
najmniej dwa powody dla ktérych warto si¢ ta krzywa interesowac.
Pierwszy powod jest oczywisty. Krzywa Kocha jest klasycznym
przyktadem krzywej fraktalnej i jest samopodobna w matematycznie
czystej postaci. I chociaz mozliwe sa rozne modyfikacje tej krzywej, to
ona wlasnie wyrdznia si¢ sposrod nich wszystkich wyjatkowymi
wiasnosciami. Drugim powodem sa niezwykle ciekawe krzywe fraktalne
wypetniajace obszar ptatka Kocha, zwane przez nas dalej krzywymi
Mandelbrota, poniewaz wtasnie Benoit Mandelbrot zainspirowany
wlasnosciami krzywej Kocha zaproponowat konstrukcje tych krzywych
[1]. W naszej pracy najpierw skoncentrowali§my si¢ na stworzeniu
mozliwie najprostszych procedur rekurencyjnych kreslacych te krzywe.
Byto dla nas od poczatku oczywiste, ze procedury te beda mialy
najprostsza postaé, jesli postuzymy si¢ grafika z ukladem odniesienia
lokalnym, czyli wedrujacym z pisakiem, a nie globalnym uktadem
wspotrzednych kartezjanskich na ptaszczyznie. Zupeklie naturalnym
wyborem bylo wigc Logo. W literaturze podkresla si¢ walory grafiki
z6twia w odniesieniu do geometrii fraktalnej, rzadko natomiast prezentuje
si¢ programy napisane w tym jezyku [2]. Logo jest idealnym narzg¢dziem
do badania rekurencji. A bez dobrego zrozumienia rekurencji trudno
poja¢ wspotczesne metody numeryczne, algorytmy i struktury danych.

Przygotowujac  procedury rekurencyjne  kreslace  krzywe
Mandelbrota, podobnie jak to si¢ dzieje w przypadku innych obiektow
geometrii fraktalnej, uporac si¢ nalezy z rozwiazaniem wielu klasycznych
(szkolnych) zadan geometrycznych. Stad geometria fraktalna zaczyna
nam si¢ objawia¢ jako naturalna kontynuacja geometrii tradycyjne;j. I tak
jest w istocie, poniewaz czasy w ktorych fraktale jawily si¢ jako dziwne
monstra, nie mieszczace si¢ w zastanym gmachu matematyki naleza juz
do przesztosci. Jednoczesnie caly czas mamy $wiadomosé, jak wiele
zagadek 1 nie odkrytych prawd matematycznych kryja te fantastyczne
krzywe. Uczymy si¢ zauwaza¢ coraz to nowe szczegoty, analogie.



Procedury rekurencyjne prowadzace do krzywych Madelbrota
zawieraja 7, 11 a nawet 13 odwolan rekurencyjnych, przy czym
rekurencja jest krzyzowa pomigdzy dwoma, a nawet czterema
procedurami. Istnieje wigc naturalna potrzeba zwigzlego 1 precyzyjnego
zapisania schematéw rekursji. Jedna z mozliwosci stwarza teoria L-
systeméw Lindenmayera [3, 4, 5]. Jeden z autorow na licznych
przyktadach pokazat jak to mozna zrobi¢ [6, 7], w tym rowniez dla jednej
z krzywych Mandelbrota [8]. Teraz jednak drugi z autoro6w zaproponowat
rysunki, ktore prezentuja jak te krzywe rozpinaja ptatki Kocha
wypehniajace (catkowicie lub nie) obszar wigkszego ptatka Kocha i sa to
rysunki z gatunku tych, ktore zastepuja wiele stoéw. Dlatego zamiescimy
je w tym krotkim streszczeniu.

Jako pierwszy przyklad przedstawiamy odmiang platka Kocha
zwang wyspa Gospera (G), ktora z kolei moze by¢ wypelniona
nieprzecinajaca si¢ krzywa zwang krzywa Peano-Gospera (PG). Najpierw
pokazujemy wspomniany wyzej rysunek dla pierwszego stopnia krzywe;j
PG, krzywa PG stopnia czwartego oraz kody podstawowych procedur.
Nastgpnie na dwoch rysunkach pokazujemy efekt finalny dla krzywej G
dla stopnia 0, 1 i 2 oraz krzywej PG dla stopni 1, 2, 3 i 5. Oba rysunki
réznig si¢ symetria. Mozna powiedzie¢, ze platki na jednym z nich sa
»prawoskretne” a na drugim — ,,lewoskretne”.

e

to PGosperL :s :a to PGosperR :s :a
if :s =0 [fd :a stop] if :s =0 [fd :a stop]
rt 19.1 rt 19.1 rt 60

PGosperL :s-1:a/(sqrt7)1t60 | PGosperL :s-1:a/(sqrt7)]1t60
PGosperR :s-1:a/(sqrt7 )1t 120 | PGosperR :s-1:a/(sqrt7)
PGosperR :s-1:a/(sqrt7)rt 60 | PGosperR :s-1:a/(sqrt7)I1t 120
PGosperL :s-1:a/(sqrt 7)rt 120 | PGosperR :s-1:a/(sqrt 7)1t 60
PGosperL :s-1:a/(sqrt7) PGosperL :s-1:a/(sqrt7)rt 120
PGosperL :s-1:a/(sqrt7)rt 60 | PGosperL :s-1:a/(sqrt7)rt60
PGosperR :s-1:a/(sqrt7)1t60 | PGosperR:s-1:a/(sqrt7)

1t 19.1 1t 19.1

end end




to coast :s :a

if :s = 0 [fd :a stop]

rt 19.1 to Gosper :s :a
coast:s-1:a/(sqrt7)l1t60 cs ht
coast:s-1:a/(sqrt7)rt60 [repeat 6 [coast :s :a/ sqrt 3 1t 60]
coast:s-1:a/(sqrt7) end

1t 19.1

end

Interesujace, naszym zdaniem, jest porOwnanie powyzszych
rezultatéw z obrazkami jakie otrzymaliSmy przy pomocy zupetnie innego
programu, a mianowicie:

to shex :n:a :k

if :n =0 [dot stop]

repeat 6 [It :k pd shex :n-1:a/sqrt 7 :k rt :k pu fd :a rt 60]
end

shex 6 150 19.1:

Dla pozostatych krzywych Mandelbrota przedstawiamy tylko
rysunki 1 kody procedur dla pierwszej z nich [9]:




k| e
X | A

BM?7 BMI11 BM13
toL:s:a:i toR:s:a:i
if :s =0 [setpc 1 fd :a stop] ;i=1or-1
1t 60 * :i if :s =0 [setpc 3 fd :a stop]
L:is-1:a/3(-:1) Lis-1:a/3(-:1)
R:s-1:a/3(-:1)rt60*:i R:s-1:a/3(-:1)rt150*:i
R:is-1:a/3(-:1)rt60*:i Lis-1:a*(sqrt3)/3:11t90*:1
R:s-1:a/3(-:1)rt90*:i L:is-1:a/3(-:1)1t60*:i
R:s-T:a*(sqrt3)/3:11t150*:i|L:s-1:a/3(-:1)1t60*:1
L:is-1:a/3(-:1) L:is-1:a/3(-:1)
R:is-1:a/3(-:1) R:is-1:a/3(-:1)rt60*:i
end end

Oprocz wyzej wymienionych czterech odmian krzywych nie
przecinajacych si¢ wypetiajacych obszar o fraktalnych brzegach
proponujemy réwniez inne krzywe o podobnych wiasnosciach. Przede
wszystkim jednak pragniemy zaprezentowaé wariacje na temat kazdej z
nich, polegajace z jednej strony na tym, ze generujemy wszystkie
mozliwe odmiany krzywych wypehiajacych obszar wyspy w ten sam
sposob, a z drugiej — wszystkie mozliwe odmiany krzywych wynikajace z
uogoélnionego schematu rekursji. Nie ma tutaj miejsca na opisanie
sposobu w jaki to zostalo zrobione. Powiemy wigc tylko, ze schemat
rekursji zostat zakodowany z wykorzystaniem struktury danych wtasciwej
dla Logo, a mianowicie listy. Ponizsza tabelka prezentuje podstawowe
dane mutantéw trzech krzywych Mandelbrota:

Nazwa. GEN bin GEN dec Liczbfl Catkowita }iczba
krzywej mutantow mutantow
BM7 1000110 70 2'=128 27y’ = 16384
BM11 | 10000111010 1082 | 2''=2048 | (2'")"=4194304
BM13 [1000011100110| 4326 | 2 =8192 | (2")’=67108864

Procedura generujaca te wariacje ma trzy parametry: dwie liczby

kodujace uogolniony schemat rekursji i stopien krzywej. Dla przyktadu
prezentujemy jedynie cztery przyktady krzywych z rodziny peinej grupy
mutantow krzywej BM7:
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